Tema 1. NUMEROS REALES RESUMEN

Conjuntos nUMEricos:

N={1,2,3,...5; Z={..-2,-1,0,+1, 42, ...}; 0= {3 pgeZ.q= o}
q

R=QuUIL conQI=¢ NcZcQcR
Naturales
Racionales Enteros ;
Reales ales ‘ N?gdtn«os
Fraccionarios
[rracionales

Operaciones con numeros reales
Reglas de los signos. Propiedad distributiva. Factor commin

Propiedades del orden
Sita<b= at+c<b+c: a-c<b-c¢ cuandoc>0: a-¢c>b-c¢c cuandoc<0

Intervalos. Los intervalos son subconjuntos de la recta real.
. ablerto (a,b)={xeR | a-< X <b} cerrado [a, b] = {x € Rla<xs b}.
Intervalos mfinitos: (—o0,+w0)=R; (-w,a)={x R | x< aj; (a,+tw)={xeR | a< X}.

Valor absoluto: ‘a‘ =a st a>0. ‘a‘ =—a st a=<0.
Intervalos mediante valor absoluto.
<ko-k<x<koxe(k k. [<k o -k<x<k o xel[k k]

y

x—a‘sk = —k=x—a=sk <:>xe[a—kﬂa+k].

Propiedades de las potencias. Repasar las dadas en el Tema 2
Radicales: Ja=b.a>0 & b*=a i/_:b,nef\'@ b" —a 2fq =g

Propiedades v operaciones con radicales
» Producto de radicales:

n/a _n,‘b :al‘”-bl i :(Gb)l n :”‘ab 2y g zal ”'al m zal n+l/m
. . . Y f
» Potencia y raiz de un radical: (”\«'a) = Na” Via ="%a
n nf - n
L : a Na a /m
- Cociente de radicales: —=17/— === g tntim
) b Na a

. La suma y resta de radicales solo puede “hacerse” cuando son radicales semejantes. Alguna
vez los radicales pueden hacerse semejante, extrayendo o introduciendo factores en la raiz.

Introduccion: |a4/b =%/a"b | . Para introducir un factor se eleva al indice de la raiz.

&b =343 = a-’{/g‘._ supuesto que Yd=a.

« Racionalizacion de denominadores

Extraccion:

Los casos usuales son: —— : g 4

N b+e’ NCEN

Se racionalizan multiplicando los dos términos de las fracciones por Jb por b— e y por
Vb —e | respectivamente.



PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

e Ellogaritmo de labasees1: log,a=1

e Ellogaritmode l esO:log,1=0

e El logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base de la

potencia: log .p"=n.log.p

e Ellogaritmo de un producto es 1gual a la suma de los logaritmos:
log.(p.q)=logap+logaq

e El logaritmo de un cociente es igual a la resta de los logaritmos:
log : (p/q) =logap-log.q

e Ellogaritmo de una raiz es igual al logaritmo del radicando dividido por el indice :

log
log . §/p = 7‘1;‘ P



TEMA 1.- NOmeros reales

1. Clasifica cada nimero en el conjunto “mds pequefio” al que pertenezca ([, 7, [, [, o a ninguno de ellos).
Razona tu respuesta en aquellos casos que sea necesario.

a) 7.2343; b) ¥-16 ;¢) —%;d)—12,10110011100011110000...;9] J625; 1 =5, ¢) %;h} 5:0) =7;

N T TRy S ;_g. et 22
1)0,23,k]4,I)J;,m) ﬁ,n)ﬁ,n)z,oj4,7,p)J—_4,q11 5701 1,343 55 817 ;1) N3

2. Utilizando las propiedades de las potencias simplifica las siguientes expresiones:
L3

3 o2 .22 —4 . 1\2.1.g°1 2 47 -1 -2 4
ARG A 2 glab) b d){z} [i} (EJ
6 (-9) (-2)7-8-9-3 3 6 10 5
ERIERN S (98 -(-9)°
~ 7 ,2 =
© §2.373 t)((( ) )) 2 1572 . (=20)*

3. Simplifica las siguientes expresiones con radicales, extrayendo factores del radical en los casos que sea posible:

2
2) 23 ; b) 437 ; ) Y7108 ; o) ody® ; o) ,Ig ;03B ;g X ;) 2l

16b

4. Reduce a indice comun y ordena de menor a mayor:

ada B2 06,8 ; oife. 0 ; a2, oo

5. Efectta y simplifica. Extrae factores, si es posible:

N 3 a3 sf3
32. 2 ;b ﬁ; i ;d 2 i. _27 s 2. l ; (,32 : a a g
a) Y242 ; b) i 427546 ; d) ,3 ,s o 3 ’8 0 (432) o a\/

32_31_ . i @3.-43 . ify4 -@'m] - n .
h)*/;J;J_;)[Jg].J) fa i w 2«/§.nm, ) TS ;0 24242

6. Simplifica al maximo las siguientes expresiones:

2 s\/—lzmm_uz—m%m . b) {/1?+22/5-2/5—-%’250 : ¢) 125 +54 —Ja5 —27 ;
d) 3316 23250 +5354-432 ; ¢) ‘E-4 ’%+%J§ ;f)%\/g-éJZ_O+%JE ;

7. Efectla las siguientes operaciones y simplifica:

) (VF+1)(V5+2) 5 b (VZ+4B)(VE-B) 5 0 [ﬁg} ;0 (2-4)(3+245) s o (1-4B)

(1) L) 0 (B} (1) ) (V55 +E) ) (5o )2

8. Expresa los siguientes conjuntos mediante intervalos:

a) {xeR:-2<x<8};b) {xeR:4<x<12} ;¢) {xecR:1<x};d) {xeR:x<5} ;e) {xe}% :x>%}

9. Considera los nimeros 4=3,2-10", B=5,28-10" y C=2,01-10°. Calcula el valor de s . Expresa el

resultado con tres cifras significativas y da unta cota del error absoluto y otra del error relativo cometidos.



10. Calcula en notacion cientifica sin usar la calculadora. Expresa el resultado en notacion cientifica.
a) (800000:0,0002)-0,5-10" ; b) 0,486-10" +93-10~" =6-10"
11. Opera con la calculadora utilizando tres cifras significativas:

a) (3,87-10" - 5,96-107):(3.941-10™) ; b) 8,93-107™° +7,64-107° —1,42-10°

12.Calcula el valor de x en cada caso, utilizando la definicidon de logaritmo:
a) log,64=x b) log,64=3 ¢) log; x=4
13. Utilizando la definicion de logaritmo, calcula:

a)log, 32 +log; %/ﬁ—log:; %

1
b) log, §+log3 v 27 —logyl
14. Indica si es verdadero o falso razonando tu respuesta:
a) log 1000x =3 logx

XZ

3
b) 2logx—=logy+3logz=log
4 1 y323



Tema 2

Tema 2. CONCEPTOS ALGEBRAICOS BASICOS

Operaciones con fracciones
a c _ ad+ch, L C adtc, ac_ac, _c _ac

a.c ac_ac ac a.c a:%

b d bd " d d " bd bd d dbd bc d ¢
Prioridad de operaciones y uso de paréntesis

Cuando las operaciones aparecen combinadas, primero se resuelven los paréntesis, después

las multiplicaciones y divisiones; por ultimo, las sumas y restas.

Propiedades de las potencias

. _ 1
a’=1,sia=0 a=—
an

a"am =a"m: (an )m —a"m a UL (a.b)n —a"p": (Ejn _ a ;
a b

Suma y resta de polinomios

Para sumar polinomios se agrupan, sumando o restando, los términos semejantes.

Multiplicacion de polinomios

Se utiliza la propiedad distributiva del producto y las propiedades de la potenciacion.

Productos notables: (a+b)? =a? +2ab+b? (a—b)? =a® —2ab+b? (a+b)(a—b) =a® —b?

Division de monomios. Se basa en la simplificacion de fracciones y en las operaciones con

potencias..
Divisién de polinomios. Regla de Ruffini.

Valor numérico de un polinomio, P(x), para X = a es el nimero que se obtiene cuando se
sustituye x por a. Se denota por P(a).Se dice que a es una raiz de P(x) cuando P(a) = 0.
Teorema del resto. El valor numérico del polinomio P(x) para x = a (esto es, P(a)) es igual al
resto de la division P(x) : (x —a).
Teorema del factor. (x —a) es un factor del polinomio P(X) < x = a es una raiz de P(x).
(Estoes, P(a) =0.)
Raices del polinomio P(x) son las soluciones de la ecuacion P(x) = 0. Si conocemos que Xi,
X2 Y X3 son las raices de P(x), entonces el polinomio es de la forma

P(X) = c(X — x1)(X — X2)(X — X3), C es una constante.

Factorizacion de polinomios

Factorizar un polinomio es escribirlo como producto de factores irreducibles. Para ello:

1°: Hay que buscar las raices (utilizando los métodos de resolucién de ecuaciones; 0 a 0jo
(por tanteo) si el polinomio es de grado mayor o igual a 3. En este caso, si hay raices enteras
son divisores del término independiente).

2°. Cuando se conozca alguna raiz, conviene dividir (por Ruffini) para obtener factores de
menor grado, y, por tanto, mas comodos de manejar.

3°. Conviene saber que un polinomio tiene tantas raices como indica su grado (esas raices
pueden ser simples, maltiples (repetidas) o complejas; en este Ultimo caso no se hallan).

4°. En consecuencia, un polinomio de grado n tiene un maximo de n factores irreducibles.

Fracciones algebraicas
A(X) N C(x) _ A(X)-D(x)£C(x)-B(x) . A(x) 4

A(X) £ C(x)-B(x)

"B IDX . BDK) L B MW T B
A(X) C(x) _ AX)C(X) . A(X) . C(x) _ A(X)-D(x)
" B(X) D(x) B(X-D(X)’ B(x) D(x) B(x)C(x)

Matematicas CCSS |



Tema 2

CONCEPTOS ALGEBRAICOS BASICOS (Pendientes de Matematicas CCSS)

Tipo I. Operaciones con polinomios
1. Calcula y simplifica:

) @1).@&) b)z_z.(ZAJ N (u)zﬁ
5 6 5 5 5 5 6 5
2 7 2 14 T

d)g.z e)_E'E f) { > (4)}

49 1 19 8 2 7
soll]a) —;b) ——;¢c) —;d) —;e) ——=;f) ——
[sol] )75 ) 15 ) 15 ) 35 ) 5 ) 2
2. Simplifica al maximo las siguientes expresiones:
64ah? 62.3°.2°.33° 26x2y722 )" 13x*yz°
a) 4 b) 3 2 4 C) 2,3 ' 2,,2
32a"b 18°.121° .12 8xy“z 32x°y“z

26 yll

Z4

[sol] a) 20 b) 9 C)
a 8

3. Expresa algebraicamente:
a) Cuatro veces X menos su décima parte.
b) El precio de una entrada de cine es x mas el 6 por 100 de 1.V.A. aplicado sobre Xx.

X 6
soll a) 4x—— b) P=x+—x
[soll a) 10 ) 100

4. La expresion C(t) = 2000-(L+0,05)" da el capital acumulado al cabo de t afios para un capital

inicial de 2000 € puesto a un 5 % de interés en un determinado banco. ;Cudl sera ese capital al cabo
de 2 afios? ;Y al cabo de 4 afios?

[sol] 2205 €; 2431,01 €

5. Haz las siguientes multiplicaciones de polinomios:

a) (3x3 —5x? +7x—5X—3x2 +5x—4) b) (—%xz +5x+§j@x2 —3X +%)
¢) (4x? —6x+5)3x® —ax? -2) d) (5x? +3x—5)7x® —6x+3)
[sol] &) — 9x° + 30x* — 58x° + 70x? — 53x + 20 b) —%x“ +3x° —@x2 18,41

150 10 5
c) 12x° — 34x* + 39x3 — 28x% + 12x — 10 d) 35x° + 21x* — 65x° — 3x? + 39x — 15
6. Haz las siguientes divisiones de polinomios:

a) (20x® +12x* +29-39x% — 28x): (4x* —5) b) (2x® ~3x+2): (2x-1)
[sol] Damos el resto. a) -3x—1 b) %
7. Halla:

a) (x-6) b) (4+x2)2 c) (2x-1) e) (%x+5}@x—5}

[sol] @) X2 — 12x + 36 b) 16 + 8x? + x* ¢) 4x? — 4x + 1 d) %x2—25

8. Utiliza la regla de Ruffini para hacer las siguientes divisiones:
a) (x5+x—2x3):(x—l) b) (2x3—x5—3x):(x—3)
[sol] Resto: a) 0; b) —198; ¢) -3

Matematicas CCSS |



Tema 2

Tipo Il. Factorizacion de polinomios
9. Factoriza los siguientes polinomios:
a) P(x)=3x3-9x+ 6x b) P(x) = 2x? + x — 15
c) P(x) = 8x*+ 80x3 + 200x? d) P(x) = 6x° + 14x* + 4x3
[sol] @) 3x(x — 1)(x — 2) b) 2(x + 3)(x —5/2) ¢) 8x*(x + 5)? d) 6x3(x + 2)(x + 1/3)
10. Halla un polinomio de segundo grado sabiendo que una de sus raices es x = -5 y que P(2) = -7
[sol] X%+ 2x — 15

Tipo I11. Fracciones algebraicas
11. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

21x2 4-x 3x? —4x
a _— b C _
) 7x —14x%2 ) 3x—12 ) x3
3x 1 . 3x*-4

[sol] a)

by -=c
1-2x ) 3 ) X
12. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

2 X2 +6x-7 b 4x? — 40x +100 . 3x3 —6x?
2x -2 4x? -100 3x* +24x3 —60x2
[sol] a) X+7 b) X—5 c 1
2 X+5 X+10
13. Halla, simplificando el resultado:
a) x—1+i b) 2x—X—_21
X+1 X
1 2 4 8 3x-2 3x-3
) ———m+——— d -
) x x* x2 x* ) X X+ 2
2 3 3 9y2 _ _
[sol] a) X“+1 b) 2X° —x+1 0 X° —2X°+4x-8 7X—4
x+1 x? x* X(x+2)
14. Halla, simplificando el resultado:
2 2 _
2) X 1:x+1 b) x+3.x 4x +4
X X+2 X—2 x%*-9
X2 +X—2

[sol] a) by X=2
X X—3

Tipo V. Aplicaciones
15. Desde Sevilla a Toulouse se puede ir en un nimero exacto de horas viajando a 100 km/h o a 130
km/h de velocidad media. ¢ Qué distancia hay entre las dos ciudades, si a 80 km/h se tarda menos de
25 horas?
[sol] 1300 km.
16. De una cuba llena de vino se saca 1/6 de su capacidad; después, 1/4 de lo que queda. Si aln
quedan 100 litros, ¢cuél es la capacidad de la cuba?
[sol] 160 litros
17. Un grifo llena un depdsito en 10 horas, y otro en 8 horas.

a) ¢Cuanto llenan entre los dos en una hora?

b) ¢Cuanto tardarian en llenarlo entre los dos?

[sol] a) 9/40 b) %O horas

Matematicas CCSS |



Tema 3

TEMA 3. Ecuaciones e inecuaciones

Ecuaciones

Resolver una ecuacion es hallar todas sus soluciones. Para ello, se ha de transformar la ecuacion
dada en otra equivalente a ella cuyas soluciones se obtengan de forma simple.

Las transformaciones a que habitualmente es sometida una ecuacion se basan en las reglas:

1. Si se suman a los dos miembros de una ecuacion una misma expresion algebraica, las
soluciones de la ecuacion no varian.

2. Si se multiplican los dos miembros de una ecuacion por un nimero distinto de 0, la ecuacion
resultante es equivalente a la dada.

3.51 A(x)-B(x)=0= A(X)=00 B(x)=0.

Ecuaciones de primer grado: son de la forma ax+b = 0. También se llaman lineales.

, b
Seresuelve asi: ax+b=0 © ax=-bh < x=——
a

Aplicaciones: Resolucion de problemas de edades, de proporciones y de mezclas.

Ecuaciones de sequndo grado: su forma mas simple es: ax? +bx+c =0.

—b++/b? -4ac
2a

Sus soluciones son: x= . Pueden tener dos, una o ninguna solucién.

Casos particulares: ax* +¢=0 < x ==+, |—— . No siempre tiene solucion.
a

ax’ +bx=0 < x(ax+b)=0= x=0y x:—E.
a

Interpretacion geométrica de las soluciones: la funcién y = ax® +bx + ¢ es una parabola; los

puntos de corte de dicha parabola con el eje de abscisas son las soluciones de x® +bx+c=0.

Ecuaciones irracionales: contienen al menos un término en el que la incdgnita esta bajo el signo
radical. Se resuelven aislando la raiz. Suelen dar lugar a una ecuacion de segundo grado. Hay
que comprobar las soluciones halladas.

Ecuaciones bicuadradas: Son ecuaciones de grado cuatro, de la forma ax* +bx? +¢ =0
Haciendo x? =t queda at?> +bt+c=0

Ecuaciones de grado superior a dos: son del tipo a,x" +a, ,X"* +...+a,Xx+a, =0,n>3.

Para resolverlas hay que descomponer el polinomio asociado en factores, si se puede. Debe
recordarse que si la ecuacion tiene soluciones enteras seran divisores del término independiente.

. ) P(x . .
Ecuaciones racionales. Son de la forma % =k . Se resuelven eliminando denominadores y
X
pasando a una ecuacion que responda a alguno de los tipos estudiados con anterioridad. Hay que

comprobar que las soluciones obtenidas son validas.

Matematicas CCSS |



Tema 4

Inecuaciones

Una inecuacion es una desigualdad entre expresiones algebraicas. Los valores de las incognitas
que cumplen la desigualdad son las soluciones. En general, una inecuacion admite infinitas
soluciones. Para resolver una inecuacion hay que tener en cuenta las propiedades del orden.
Sia<b= a+c<b+c; ac<b-csic>0; a-c >b-c cuando c <0.

Inecuaciones lineales con una incégnita. Son de la forma ax+b>0.
Solucién: ax+b>0 = ax>-b = x>-b/a,sia>0; x<-b/a,sia<0.

Inecuaciones de sequndo grado. Son de la forma ax® +bx+c>0
Su resolucion esté ligada a la solucion de su ecuacion asociada, ax® +bx+c =0, pues si X1 y Xz
son las soluciones de la ecuacion, entonces ax® +bx+¢ >0 < a(X—x)(X—X,)>0.

Estudiando los signos de cada factor se determinan los intervalos solucion.
Es util representar las soluciones x1 y X2 en la recta real y estudiar el signo de a(x —x;)(X—X,)

en los intervalos (— oo, X1), (X1, X2) Y (X2, + 0 ).

Resolucién gréfica. La solucion de ax? +bx+c >0 se corresponde con el intervalo en el que la
pardbola y = ax® +bx+c corta o esta por encima del eje OX. Véase la figura.

A tbrte=

a
ar +hrte>0 t/\x a¥ +hrt+esl

A
af +hrte<l J

Inecuaciones racionales. En ellas la incognita aparece en un denominador. Para resolverla hay

A(X)

que expresarlaen la forma 0 < m (sin més términos).
X

Las soluciones se obtienen analizando los signos A(x) y B(x) para determinar el signo del
cociente. Una buena estrategia consiste en sefialar sobre una recta las soluciones de A(x) =0y
de B(x) =0, e ir estudiando el signo del cociente en los sucesivos intervalos que se presente.

Inecuaciones lineales con dos incdgnitas. Una inecuacion lineal con dos incdgnitas x e y es una
expresion de la forma ax+ by < c. El signo < puede sustituirse por >, <0>; a, b y ¢ representan
nameros. v

El conjunto de valores solucion de estas inecuaciones son las

coordenadas de los puntos que estan en uno de los semiplanos ‘\j\ 2 5x+ 10y > 30
en los que divide la recta ax+by = c al plano. Es decir, el \'i'[-i,_‘ )

conjunto solucién es una porcion del plano y debemos \‘J\iﬁ
encontrarla de forma grafica: no tenemos mas remedio que L i

dibujar. Los signos de los coeficientes a y b son los que
determinan qué semiplano es. En el caso de inecuaciones con
<0 >, en el conjunto de soluciones también se incluyen los 5x + 10y < 30

Matematicas CCSS |
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puntos de la recta. (\Véase figura.)

Matematicas CCSS |
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Tema 3

ECUACIONES E INECUACIONES (Pendientes de Matematicas CCSS 1)

Tipo I: Ecuaciones de primer grado

x=1 2(x+2) _3x+1
3 6

1. Resuelve:

[sol] —21/11

2. Juan gasta un tercio del dinero que tiene en la compra de un libro. Mas tarde, paga la entrada
al cine, costandole la mitad del dinero que le queda més 0,72 euros. Si atin le sobran 2,25 €,
¢cuanto dinero tenia en un principio? [sol] 8,91¢€

3. Tres operarios trabajan en total 96 horas semanales en una cadena de produccidn. Si el tiempo
dedicado por uno de ellos a este fin son los 3/5 del tiempo empleado por otro y éste los 5/8 del
dedicado por el tercero, ¢ [1qué horas semanales permanece en la cadena cada trabajador?

[sol] 18,30y 48.

4. Un padre tiene actualmente 47 afios y la suma de las edades de sus dos hijos es de 31. ; Dentro
de cuantos afios la suma de las edades de los hijos sera la edad del padre?
[sol] 16

5. Se mezclan 50 litros de aceite de girasol de 0,99 €/1 con aceite de 0,78 €/1, obteniéndose una
mezcla de 0,9 €/1. ; [JCuéntos litros se han empleado del aceite mas barato?
[sol] 37,5

Tipo I1: Ecuaciones de sequndo grado

6. Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas:
a)3x2+x=0 b) 3(x + 1)? = 27 C)4x?—4x—-35=0
[sol] @0y -1/3;b) 2y —4;c) 7/2y -5/2

7. ¢ Cuanto tiene que valer ¢ en la ecuacion 3x? + 5x + ¢ = 0 para que posea dos, una o ninguna
solucion?
[sol] Respectivamente: <, =, > 25/12

8. Una obra la realizan dos operarios, trabajando conjuntamente, en 12 dias. Uno de ellos emplea
10 dias mas que el otro si trabaja solo. ¢ Cuantos dias necesita cada obrero para completar la obra
en solitario? [sol] 20y 30

Tipo I11: Ecuaciones reducibles a cuadraticas

9. Resuelve las ecuaciones:

a) VX2 —4 =412 b) x—/x =6 c) 2x—3Jx-3 = x+3
[sol] a)+4;Db)9;c)3y12
10. Calcula las soluciones de:

Qx*—9x*=0 b) 3x2 +1= c) x*=3x?+2=0

X2 +1

[sol] &) 0,3y-3 b)+1 ¢) +/2 y=+1
Matematicas CCSS) |
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11. Resuelve:
— 2 — p— —
a)124X=0 b)x 3x+2:O 0 2= 4 q X 2=x+4
2x° -1 X +1 3x-1 1-x X+1 XxX+2
[sol] a)1/4 b)2y1c)1/5 d)-8/5
Tipo IV: Inecuaciones
12. Resuelve las inecuaciones:
3) 3x < 0 b X>_1 01-%X<2 g 21
5 2 3 X 2
[sol]a) x<0 b)x>-5 c)x>2/3 d)x>-4
13. Halla el intervalo solucion de las inecuaciones:
8) X +2 +4X > X +2 b)g—sxﬂ—ﬁ
C)X—+3<X—_1+l d) 2+§2—l
-2 6 X 5
[sol]a) x>0 b)-6/25<x ¢)-7/2<x d) x< —g

14. Un pastor afirma que en su rebafio de 120 ovejas, el triple de las churras es mayor que el
cuadruplo de las merinas. ;Qué nimero minimo de ovejas churras tiene el rebafio? [sol] 69

15. Resuelve las inecuaciones siguientes:
ax(x+1)<0 b) —2x2+ 10 > 26 C) 4x*+4x>0
[sol]a) -1 <x<0 b) D c) (-, -1) U (0, )

16. Halla graficamente la solucion de las inecuaciones cuadraticas:
a) 2x°+9x <0 b) 3x* -27>0 c) (x+1)(x-3) >0
[sol]a) (-9/2,0) b) R-[-3,3] c) R—[-1, 3]

17. Resuelve gréfica y analiticamente la inecuacion —x2+2x +3>0 [sol] (-1, 3)

18. Halla la solucién de:

2 <0 b) X+2 <1 c)0< ;X
3Xx-2 2x—-1 X“+1

[sol] @) x < 2/3 b) (-0, %) U [3,0) ) x<0

a)

19. Representa en la recta la solucion de las inecuaciones:
a) [x-2<1 b) [x+1>3
[Solja) 1<Xx<3.b) xe (-0, —4) U (2, +0)

20. Resuelve las inecuaciones:

1 -1
a ﬁﬁ— b) VX+2>2 C > -2
) 3 ) )\/2x+3

[sol] a) [0, 1/9] b) x> 2 ¢) x >-11/8
Matematicas CCSS |
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TEMA 4. Sistemas de ecuaciones y de inecuaciones.

Sistemas de ecuaciones

Resolver un sistema es hallar los valores de las incognitas que satisfagan todas las ecuaciones.
Para ello, se han de transformar las ecuaciones que o componen con objeto de que dichas
soluciones se obtengan de manera inmediata, despejando.

Las transformaciones recomendadas son:

1. Multiplicar todos los términos de una ecuacion por un namero.

2. Sumar o restar a una ecuacion otra ecuacion, buscando que se elimine alguna incognita.

3. Cuando se conozca el valor de una incdgnita sustituir su valor en las ecuaciones restantes.

ax+by=c
ax+by=c

Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas Su forma mas simple es{

Hay varios métodos de resolucion: sustitucion, igualacion, reduccion.

Pueden ser: compatibles determinados, si tienen una unica solucion; compatibles
indeterminados, si tienen infinitas soluciones; incompatibles, si no tienen solucién.
Interpretacion geomeétrica de un sistema: un sistema de dos ecuaciones se puede interpretar
como un par de rectas, cuya posicién en el plano determinara el tipo de sistema de que se trate.
Discutir un sistema consiste en determinar de qué tipo es, compatible o incompatible,
dependiendo del valor que tomen los coeficientes y los términos independientes

ax+by+cz=d
Sistemas de tres ecuaciones y tres incdgnitas. Son de la forma: § a'’x+b'y+c'z=d’
a"X+ b"y+CI!Z — d ”
Solucion: valores Xo, Yo, Zo que satisfacen simultdneamente las tres ecuaciones.
Para resolver estos sistemas conviene emplear el método de Gauss, con el fin de dejarlo en la

ax+by+cz=d
forma b, y+ci1z=d; . Este sistema se resuelve facilmente de "abajo" a "arriba".
C,Z=d,
Aplicaciones: planteamiento y resolucion de problemas de sistemas.
Discutir un sistema consiste en determinar de qué tipo es, compatible o incompatible,

dependiendo del valor que tomen los coeficientes y los términos independientes, que pueden
darse en funcion de un parametro.

Sistemas no lineales. En ellos, alguna de las ecuaciones que lo forman no es lineal. Suelen
resolverse empleando el método de sustitucion.

ax+b > 0

ax+h” >0

La solucion de estos sistemas se obtiene resolviendo, por separado, cada una de las inecuaciones
que lo componen y hallando los valores comunes a las soluciones encontradas.

ax+by > ¢
axtby>c

Un punto (xo, Yo) es solucidn del sistema si lo es de cada una de las inecuaciones. El conjunto de

soluciones viene dado por la region del plano comun a las regiones solucion de cada una de las
inecuaciones. Por tanto, se debe resolver cada inecuacién del sistema por separado y a

Sistemas de inecuaciones lineales con una incognita. Son de la forma: {

Sistemas de inecuaciones lineales con dos incognitas. Son de la forma {

Matematicas CCSS |
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continuacion hallar la region del plano comun a todas esas inecuaciones.

Matematicas CCSS |
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SISTEMAS (Pendientes de Matematicas CCSS 1)

Tipo I. Sistemas lineales y problemas asociados

1. Resuelve los siguientes sistemas:

X+y+1— =y+1 ﬂ:_ +1
a){x+2y=—2 0 5 YT C){Zx—3y=2 gl 2 y
3x-5=1 §—y=1 6x—-y=1 X=Y_q_y
2 2
[sol] a)8/7,-11/7 b) 4, 1c) 1/16,-5/8 d) 4/5, 2/5.
2. Afade a la ecuacion 6x — 2y = -3 otra ecuacion, de forma que resulte un sistema:
a) Determinado. b) Indeterminado. c) Incompatible.
3. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
X+y+z=1 2X—-y+z=3 X +2z=-1
a) 12x+3y—-4z=9 b) ¢ x+2y+z=1 €) s —x+3y+z=0
X—y+z=-1 4x+2y-3z=11 y—3z=5

[solla)1, 1, =1 b)2,0,-1 c)5/3, 1, -4/3

4. La suma de edades de una madre y su hija es 42 afios. Cuando la hija tenga la edad de la
madre esa suma sera de 90. ; Cuantos afios tienen cada una en la actualidad?
[sol] 33y 9

5. Se mezclan 5 dI de esencia con 12 dl de agua de lavanda, pagandose por el perfume resultante
15,30 €. Si se mezclase 1 dl de cada colonia se pagarian 2,28 €. Calcula el precio del decilitro de
la esencia.

[sol] 1,72 €

6. Se alea un lingote de oro puro con otro lingote de 75% de pureza, obteniéndose 1 kilo de
aleacion, con una pureza del 90%. ¢ Cuantos gramos de cada tipo de lingote se han empleado?
[sol] 600y 400

7. Compramos en un colmado 6 kg de café y 3 de arroz por lo que pagamos 31,8 €. Otro dia, por
1 kg de café y 10 de arroz se pagan 20,5 €. ;Cuanto nos costarian 5 kg de café y 12 de arroz?
[sol] 41,7 €

8. En dos tinajas de igual capacidad hay repartidos 100 litros de aceite. La primera se llenaria si
vertieramos los 2/3 del contenido de la segunda y ésta lo hara, si trasvasamos los 3/4 de la
primera. [ ;Cuantos litros contiene cada tinaja?

[sol] 400/7y 300/7

9. Un individuo posee 20 monedas, unas son de 0,50 € y otras de 1 €. ;Puede tener un total de 16

€?
[sol] Si:con 8y 12 monedas, respectivamente.

Matematicas CCSS |
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10. [S] Una empresa ha invertido 73.000 € en la compra de ordenadores portatiles de tres clases
A, By C, cuyos costes por unidad son de 2.400 €, 1200 € y 1000 € respectivamente. Sabiendo
que, en total, ha adquirido 55 ordenadores y que la cantidad invertida en los de tipo A ha sido la
misma que la invertida en los de tipo B, averiguar cuantos aparatos ha comprado de cada clase.
[sol] 10, 20, 25

11. [S] En los tres cursos de una diplomatura hay matriculados un total de 350 alumnos. El
namero de matriculados en primer curso coincide con los de segundo mas el doble de los de
tercero. Los alumnos matriculados en segundo mas el doble de los de primero superan en 250 al
quintuplo de los de tercero. Calcula el nimero de alumnos que hay matriculados en cada curso.
[sol] 200, 100, 50

Tipo I1. Sistemas no lineales

12. Resuelve los sistemas:

y+x_5 2x2 +3y% =11
)1 6 6 b){ "
Xy =6 Xy =
y-x=x-1 X-y=4
C){ 2 2 d){ 2 2 _
X“+y =2 X“—y“ =24

[sol] @) 3y2;2y3 h)+2y+1; +\3/2, +4/\3 ¢) 1, 1; —-1/5, -7/5d) 5, 1

13. Las longitudes de la altura y la base de un rectangulo cuya area mide 20 cm? son dos
nimeros enteros consecutivos. ;Cuanto mide la altura?

[sol] 4

14. Encuentra las dimensiones de un rectangulo de perimetro 110 my area 700 m?,
[sol] 20 por 35

Tipo I11. Sistemas de inecuaciones
15. Halla en el plano la solucién de:

a)x—2y<-1 b)§+y22

16. Resuelve dando el resultado en forma de intervalo:
X<2 X>2
a) b)
2X-1>6 2Xx—-3>5
[sol] a) & b) (4, +o0)
17. Resuelve los sistemas:

X—y<2 2(x-1)—-y<2
b
a){2x26 ){ y=0

Matematicas CCSS |
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Tema 5. FUNCIONES Y GRAFICAS Resumen

Concepto de funcion

Una funcion entre dos conjuntos X e Y es una relacion definida de tal manera que a cada
elemento X le corresponde exactamente otro elemento (uno y sélo uno) de Y.

Cuando X e Y son el conjunto de los reales, R, la funcién se llama de variable real.

En una funcién intervienen dos variables, una independiente y otra dependiente. La
independiente suele designarse por x; suele llamarse y. Si el par (x, y) pertenece a la funcion f, se
dice que y = f(x). Esquematicamente se indican asi: f: R — R, estoes: x »> y = f(x)

Dominio de f, Dom(f). Es el conjunto de los x para los cuales existe el valor de f(x).
La imagen o recorrido de una funcion f, Im(f), es el conjunto de valores que toma f (x) cuando x
pertenece al dominio; es, por tanto, el conjunto de resultados.

. Las funciones reales suelen darse mediante una formula o expresion algebraica. Por
ejemplo: f(x) = x? —3x; g(x) =+/3—x. También se escribe: y = x* =3x; y =~/3—X

fi(x), six<a
f,(x), six>a
actua para los valores de x < a es fi(x), y para los valores de x > a es f2(x).

. Se indica asi que la funcion que

Funciones definidas a trozos: f(x) = {

Idea gréfica de una funcion. Las funciones de variable real suelen representarse por una linea.
Todos los puntos de esa linea corresponden a pares de ndmeros relacionados entre si por la
funcion; para cada punto (Xo, Yo) de la gréafica, yo es la imagen de Xo; esto es, y, = f(Xo) -

Si una funcién viene dada por la expresion y = f (x), para determinar la imagen de un nimero
Xi basta con hallar el valor de f(x;). Los sucesivos puntos (xi, f(xi)) generan la grafica de f.

Consideraciones sobre la grafica de una funcion

Al representar o interpretar la una funcion, aparte de considerar las variables que se relacionan y

las escalas de los ejes, conviene sefialar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus

valores maximos y minimos, la continuidad, y las posibles simetrias y periodicidades.

Estos conceptos pueden definirse asi:

« f(x) escrecienteenunpuntox=a < f(a-h)<f(a)< f(a+h)

« f(x) esdecrecienteenunpuntox=a < f(a—h)>f(a)> f(a+h)

« f(x) tieneunméximoenunpuntox =a < f(a—h)< f(a)> f(a+h)

« f(x) tieneunminimoenunpuntox=a < f(a—h)>f(a)< f(a+h)

« Continuidad. Una funcion es continua cuando a una variacion pequefia de x le corresponde
una variacion pequefia de f (x): una funcion f es continua cuando puede dibujarse sin

levantar el 1apiz del papel.
« Funciones pares: son simétricas respecto del eje OY ; cumplen que f(—x)= f(x).

« Funciones impares: simétricas respecto del origen; cumplen: f (—x) = —f (x)
« Funciones periddicas: una funcion de periodo k cumple que f(x+k) = f(x), para todo x.

f(b)-f(a)
b-a

« Tasa de variacion media: TVM[a,b] = . Esta expresion da el aumento o

disminucion medio (unitario) de la funcion f(x) cuando la x para de valer a a valer b.

« Tendencias: asintotas. Las asintotas de una funcién son rectas hacia las cuales tiende a
pegarse la grafica de esa funcidn. Pueden ser verticales, horizontales y oblicuas.
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Composicidn de funciones
Cuando sobre f(x) actua otra funcion g se puede hablar de composicién de funciones. Es
frecuente la notacion (g o f)(x), cuyo significado es g(f(x)) ; se lee f compuesta con g.

Esguematicamente es:

R er grR

x — flzg) — gifz)

Anélogamente, (f o g)(x) = f(g(x)).
La composicion de funciones no es conmutativa; esto, en general g(f(x)) # f(g(x))

Funciones inversas
Dos funciones f y g son inversas cuando se cumple que: g(f(x))=xy f(g(x)) =x.

La funcion inversa de f se designa por f-1. (También se dice que fy g son reciprocas.)

Imagen inversa de un numero
Para todo Yo del recorrido de la funcion f, su imagen inversa, f (y,), es el conjunto de los

ndmeros x, del dominio, que se transforman en yo. Esto es, f (y,) = {x eR|f(x) = yo}.
. Para hallar f(y,) se resuelve la ecuacion f(x)=y,.
. En particular, f *(0) da los puntos de corte de la funcién con el eje de abscisas.

Graficamente, para determinar f *(y,) se traza la recta horizontal y = yo; las abscisas
correspondientes a los puntos de corte de esa recta con la grafica de f(x) forman laimagen
inversa de Yo.

Transformaciones de una funcién
A partir de la funcion f(x) pueden deducirse el comportamiento de:

- f(x), [f(x)|; k+ f(x); k-f(X); f(x+k); f (k-x)
k es un nimero real.

« Lafuncion — f(x) cambia de signo todos los resultados de f(x).

Las graficas de f(x) y de — f(x) son simétricas respecto del eje OX.

« Lafuncion |f (x)| cambia de signo todos los resultados negativos de f (x); los resultados
positivos los deja iguales. Su grafica no puede aparecer por debajo del eje OX.

—f(x), si f(x)<0

f(x), si f(x)>0

« Lafuncion k + f(x) suma el nimero k a los resultados de f(x) . Esto significa que si k es

positivo, la grafica de f(x) se desplaza k unidades hacia arriba; si k es negativo, se

desplaza hacia abajo.
« Lafuncion k-f (x) multiplica por k todos los resultados de f (x).

« Lafuncion f(x+k) eslamismaque f(x) pero trasladada k unidades a la izquierda si k

es positivo, y k unidades a la derecha, si k es negativo.
. Lafuncion f(k-x) contrae o dilata la funcion f(x);sik>1, se contrae;si0<k<1,se

dilata.

También puede definirse a trozos. Asi: | (x)| = {

18
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1. Indica cual de las siguientes gréaficas corresponde a una funcion. Justifica la respuesta.
glx) £

3 3
2 Jx) 9 x) Az
/N 7 |
-3 -2 -1 1 54 Gl pl 2GR 4 Sy-241pLr 2G4
A NZERR s o

2. Para las funciones anteriores especifica el dominio y recorrido de cada una de ellas.

3. Para las mismas funciones indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como sus
mMAaximos y minimos.

4. Halla el dominio de las funciones:

a) b) F)=v2x—4 ) fo)="SL g f=— =

4x -2 X2 —3X+2

5. Para cada una de las funciones anteriores calcula: f(-2) f(0), f(2) y f(4). Sienalgin
caso no puede determinarse su valor, indica el motivo.

6. Para cada una de las siguientes funciones calcula: f(-2) f(0), f(2) y f(4).Sienalgin
caso no puede determinarse su valor, indica el motivo.

£ () = bY £ (x) = 1/x, six<0
a) 109= ) (”_{uu—zx Six>0

x?+1, six<0
x=1 six=>0
2 -

X°—X, Six<l

7. Representa graficamente la funcion f(x) = ] :
x-1 six>1

8. Observando la gréafica del ejercicio anterior contesta:
a) ¢Es una funcién continua?
b) ¢Para qué valores de x se cumple que f(x)=27?

9. Calcula la tasa de variacion media de las siguientes funciones en los intervalos que se dan:
a) f(x)=2x-1en|O0, 3] b) g(x) _5 en[1, 6]
X

Matematicas CCSS |
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TEMA 5 FUNCIONES (Pendientes de Matematicas CCSS 1)

Tipo I. Funciones. Dominio y recorrido
1. Halla el dominio y recorrido de las funciones cuya gréafica se da a continuacion:
3

-
®

1
/L\ /\ -4-3-2-1 _:E. 2 3 45

-1 |1234 -1 |2 3 4 -2
[sol] a) [-1, 3]; [0, 2]. b) [0, 5]; [-1, 3] ¢) R; {1, 1}

4

[y TR
b

iy

2. Indica cuales de las siguientes relaciones definen una funcion:

a) A cada nimero le asignamos el doble.

b) A cada alumna le asignamos su estatura.

c) A cada nimero natural le asignamos sus multiplos.

d) A cada ciudad le asignamos la provincia a la que pertenece.
[sol] a) Si. b) En cada momento si. ¢) No. d) Si.

3. Halla el dominio de las siguientes funciones:

2) f(x) = 3x19 + 55 _ 18 b) g(x) = ‘215 ¢) h(x) = 3x—4
X —
_[y2 _ 8x -9
DO = 0= et
[sol] @R b) R—{-5,5}¢c) Eoo) d) (oo, -1]UfL,0) )R- {%1}

Tipo Il. Representacion y caracteristicas gréaficas
4. [S] Alvaro va cada tarde al instituto; pasa primero por la panaderia y compra un bollo,
luego se detiene en la siguiente esquina a esperar a un compafero. Por fin, después de las
clases, vuelve a casa. Aqui tienes la gréfica de su recorrido.

a) ¢Queé distancia hay de la casa al instituto? ;Y ala  oistancka imy

panaderia? 1
b) ¢Cuénto tarda en comprarse el bollo? 600 -

c) ¢Tiene que esperar mucho a su compafero? [~
d) ¢Cuanto duran las clases?

e) Si las clases comienzan a las 4 de la tarde, 200 ¢fi ¢+ @ @
¢donde estaba a las 15 h 32 min, 15 h 36 min y a las B

400 1--

4] et ' g H 1

15 h 54 min? 68 15 25303540 i 150 1RO
i i i Tl [l

f) ¢Lleva la misma velocidad a la ida que a la ampos (min}

vuelta? Figurn .40

g) Estudia la velocidad en cada trayecto.

[sol] a) 600 m, 400 m. b) 5 min. c) 10 min. d) 2 h. f) Va tres veces mas rapido a la vuelta.
g) Por trayectos: 80, 0 (panaderia), 20, O (espera), 20, 0 (clase) y 60 m/min.

5. Estudia la simetria de las siguientes funciones:

) f(x) =x*—x° b) g(x) =x*—x +1 ¢) h(x)=-—=

x> +4

[sol] a) Par b) no es par ni impar. ¢) Impar.

Matematicas CCSS |
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X+ 3, si x<-3

6. Dada la funcion, definida a trozos, f(x)=+0, si —3<x<0
x? -1, si x>0

a) Halla f(-4), f(-2), f(-1), f(0) y f(2). b) Representa f(x).

¢) Da los valores de x que se transforman en 0. idem en —1.
[sol] a)-1; 0; 0;-1;3.¢) [-30)ufl}; {4, 0}
2

. X< six<0 ] .
7. Calcula algunos pares de la funcion f(x) = { , represéntalos en un diagrama

3x six=0

cartesiano y traza, uniendo los puntos, la grafica de f(x). ¢Para que valores de x la funcion
toma el valor 9? [sol] f *(9) = {-3, 3}

Tipo I11. Funciones dadas por enunciados

8. La factura bimensual de una compafiia telefonica consta de una cantidad fija (las cuotas de
abono) por un importe de 29,84 euros, mas el importe de los pasos gastados, con un precio
por paso de 0,06 euros. A esa suma hay que cargarle el 16% de IVA. Se pide:

a) ¢ Cuénto debe pagar una familia que consumio en dos meses 990 pasos?

b) Escribe la expresion que dé el importe total, IVA incluido, de la factura en funcion de los
pasos gastados.

[sol] @) 103,52 € b) I(p) = 34,6144 + 0,0696p.

9. Se desea cercar con cuerda dos parcelas rectangulares adyacentes (consecu I
que encierren entre las dos un area de 1.000 m?2.

a) Si x indica el ancho de las parcelas, encuentra la funcion que da la
longitud L(x) de cuerda necesaria para cercarlas.

b) Representa L(x), y a partir de esa grafica determina,
aproximadamente, el minimo necesario de cuerda para cercar las dos
parcelas. (Puede convenirte hacer una ampliacion de la gréafica desde x = 15 hasta x = 25).

[sol] a) L(x) = dx + =220

X

10. Se quiere construir una caja partiendo de un trozo de cartulina rectangular de 24 por 32
cm, recortando un cuadradito en cada esquina y doblando.

a) Determina la funcion que da el volumen de la caja dependiendo del lado del cuadrado
cortado.

b) ¢Qué volumen tendré la caja cuando cortamos 0, 5y 10 cm?

c) Representa dicha funcion. A partir de su grafica, determina su dominio, recorrido y
maximo.

[sol] a) V(X) = (32 — 2Xx) - (24 — 2X) - x b) 0; 1.540; 480

Matematicas CCSS |
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Tema 6. FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES Resumen
Aplicaciones. Interpolacion y funciones de oferta y demanda

Funciones polindmicas. La expresion general de una funcién polinémica es

f(x)=a,x" +..+a,x* + a;x + a,
Es la misma que la de un polinomio. Los nimeros a; son los coeficientes y n indica el grado,
que debe ser un nimero entero positivo. La indeterminada x es la variable independiente. Su
dominio es R; esto es, siempre estan definidas. El valor de f(x) dependera del que tome x.
« La funcion polinémica de grado cero, f(x)=a, 0 y =Kk, es la funcion constante. Se

representa mediante una recta horizontal.

« La funcion lineal es la de grado uno. Su expresion es:
f(x)=ax+b < y=ax+b

Su representacion grafica es una recta. Para trazarla basta con
conocer dos de sus puntos.
El coeficiente a se llama pendiente, y mide lo que varia la y por
cada aumento unitario de x. ]
Al nimero b se le llama ordenada en el origen, pues indica el
valor de y cuando x vale 0.

Recta que pasa por dos puntos
Una recta queda determinada por dos puntos. Si los puntos son A = (X1, Y1) Y B = (X2, y2), al
ser de larecta y = ax+b, deberan cumplir su ecuacién. Luego:

y, =ax +b
y, =ax, +b

La solucion de este sistema nos proporciona los valores de a'y b.

Rectas que pasan por el origen. Su expresion general es: y = ax.

Estas funciones se Ilaman de proporcionalidad directa: el coeficiente a indica la razon de
proporcionalidad entre las variables x e y.

Sia =1, la funcion se llama identidad: y = x.

Rectas horizontales y verticales

« Laexpresion general de una recta horizontal es y = b. Recibe el nombre de funcién constante.
« Laecuacion de una recta vertical es de la forma x = k.

Esta expresion no define una funcion: al valor x = k le corresponden infinitos valores de y.

« Laecuacion lineal ax+by+c =0 es la ecuacion general de una recta, en su forma implicita.

« La funcién valor absoluto de x se escribe asi: y
—-X, Si x<0 T3
f(X)=|Xx & y=|X= _
()|| y||{x, si x>0 T
11

. La parte entera de x, que escribimos f(x) = ENT[x], es la funcién

que asigna a cada numero real x el nimero entero menor o igual que -2 -1 1 2
X. Es una funcion escalonada.

Matematicas | CCSS

22



Mat CCSS |

La funcién cuadrética: pardbolas.

Su expresion analitica es: f (x) =ax? +bx+c¢ < y=ax?+bx+c,cona=0
La grafica de esta funcion es una parabola de eje vertical.

Efecto de los parametrosa, by c

La parabola y = ax? +bx+ ¢ queda totalmente definida cuando se conocen a, by c.
Coeficiente a:

. Sia> 0 laparabola es concava (U). Su vértice esta en el minimo de la Jyr=xs 3
funcion. y=—x-2a| /

« Sia<0,esconvexa (M). El vértice es el maximo. , ;/ N

F2 n

: - b
 Laabscisa del vértice es x = —— su ordenada, el valor de y

correspondiente. f [ 4

Coeficiente b. El coeficiente b produce un desplazamiento lateral en la [ ST
parabola.

Término independiente c. El término ¢ produce desplazamientos verticales en la parabola.

P(X)

Funciones racionales. Son de la forma f (x) = m , donde P(x) y Q(x) son polinomios.
X

+ Su dominio de definicion son todos los numeros reales, salvo aquellos que anulan el

denominador. Luego no estan definidas en los nimeros que son solucion de Q(x) = 0.
Tienen asintotas: verticales, en las raices del denominador que no lo sean (a la vez) del
numerador; horizontales, si el grado de Q(x) es mayor que el de P(x); y oblicuas, cuando el
grado de P(x) es una unidad mayor que el de Q(x).

- T . k k
Funcion de proporcionalidad inversa. Su expresion generales f(X)=— 0 y =—
X X

donde k es una constante distinta de cero.

Cuando decimos que dos magnitudes x e y son inversamente
proporcionales, queremos indicar que en la misma proporcion
que aumenta el y, disminuye X, y viceversa. Asi, si X se hace el
doble, y se convierte en la mitad; por eso, su producto es
constante, yx =k, donde k es la constante de proporcionalidad.

Observa que yzg < yx =K.

La regla de tres simple inversa se ajusta a esta relacion.
La representacion grafica de esta funcion es una hipérbola equilatera. Los ejes de
coordenadas son asintotas de esta curva.

Funciones radicales. Son de la forma y = m , siendo f(x) cualquier otra funcion.

. Dominio: Estas funciones estan definidas cuando esta definida f(x) y ademas puede
hacerse la raiz. Asi, si n es par (caso de raices cuadradas: y = m ), Sera necesario que
f(x) > 0; si nes impar, basta con que f(x) esté definida.

Matematicas CCSS |
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Funcion de interpolacion. Interpolacién lineal y cuadratica
Se llama funcién de interpolacién a la funcion que se ajusta a una serie de puntos dados.

Interpolacidn lineal. Cuando se conocen s6lo dos puntos, el
polinomio interpolador es la funcion f (x) =ax-+b, que es una recta.

Para determinarla hay que hallar ay b. :
Si los puntos son P(x1, y1) y Q(X2, y2), los valores de a y b se hallan (xp 1) e Y

yp=ax +b ;
y, =ax, +b NRE

¥=axr+b

resolviendo el sistema; {

El valor de interpolacién correspondiente a x3 se calcula sustituyendo
en ecuacion hallada, siendo y; =ax; +b.

Interpolacion cuadrética
Cuando se conocen tres pares de puntos no alineados, el polinomio Crge 7

interpolador es la funcion f(x) = ax? +bx+c, que es una parabola. (%, )

Si los puntos son P(x1, y1), Q(X2, y2) Y R(X3, y3), losvaloresde a, by
¢ se hallan resolviendo el sistema lineal:

—ax +hx+c

i X3, ¥z

y, =ax’ +bx +¢
Y, = ax,” +bx, +cC.

%1 %2 23
Vg = aXs> +bXg +C

Una aplicacion a la economia: Funciones de oferta y demanda

« La funcién de demanda, qq, para un producto es aquella que determina la cantidad total que
los consumidores estan dispuestos a comprar a un precio p

« Lafuncién de oferta, gs, es la que determina la cantidad total que los fabricantes estan
dispuestos a producir a un precio de venta p.

. Cantidad de equilibrio es el nimero de unidades que hay que producir para que la demanda y
la oferta se igualen: que se venda todo lo producido. Esto es, cuando g4 = ¢s. El valor de p
correspondiente se Ilama precio de equilibrio.

Modelos de oferta y demanda. Modelo lineal

« Lademanda viene dada por larecta g, =b—ap,conayb>0; (la _
pendiente negativa indica que cuando el precio p aumenta las ventas p|demanda  ofarta
disminuyen). Ta @

. La oferta se expresa por g, = c+dp, cond > 0, para indicar que si el

precio aumenta la produccion también lo hace. El término ¢ suele ser ~ *~ %~ 7 S
negativo. 5
En los dos casos la variable independiente es p, y su dominio esta n:IE-E:qEEiiIIi:It:'ic- P

definido para valores de p > 0 que hagan a gs y ga positivas y enteras (en
la préctica no pueden venderse trozos de un producto).

Modelo cuadratico. La demanda se ajusta a la funcién g4 = —ap® +bp+c,con a>0.

La oferta puede ajustarse por otra funcion cuadrética, q; =a p® +b'p+c cona” > 0.

La primera parabola tiene el vértice en el maximo; la segunda, en el minimo.

Como en el modelo lineal, p, gs y g4 deben ser positivos.

« También pueden darse modelos mixtos: con la funcién de oferta lineal y la de demanda
cuadrética; o viceversa.




Tema 6

FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES (Pendientes de Matematicas CCSS 1)

Tipo I. Funciones lineales
1. Representa graficamente las siguientes rectas:

ay=x-4 b) y=10,8x c)y=-04x-4 d)y:gx—4
2. Calcula la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A = (-1, 3) y B(5, -2)
[sol] y——§x+E
6 6

3. Un coche cuesta 25.000 euros y se deprecia al mes 150 euros. ¢ Cual es su valor
dependiendo del nimero de meses desde su compra? [sol] f(x) = 25000 — 150x

4. La factura bimensual de una compafiia telefonica consta de una cantidad fija (las cuotas de
abono) por un importe de 30,60 €, mas el consumo, con un precio por minuto de 0,12 €.
a) ¢Cuanto debe pagar una familia que consumié en dos meses 215 minutos?
b) Halla la expresion que dé el importe total de la factura en funcion de los minutos
consumidos.
c) Siaesasuma hay que cargarle el 16% de IVA, ¢cual es la funcidn que da el importe
total (IVA incluido) de la factura dependiendo de los minutos consumidos?
[sol] a) 56,4 € b) f(x) = 30,60 +0,12x c) I(x) = 35,496 + 0,1392x

5. La fuerza de la gravedad en la Tierra vale 9,81 y en Venus 8,85.
a) ¢Cuanto pesaria Antonio en la Tierra si su peso en Venus es de 80?
b) Escribe las funciones de conversion de pesos de un planeta a otro.
[sol] a) 88,678 kg b) f(x) =1,108x; g(z) = 0,9z

6. Representa las siguientes funciones:
a) y=|x+1 b)y=[2x-2|

7. Representa graficamente:
a) y=ENT [0,4x] b) y = ENT [2X]

Tipo 1. Funciones cuadraticas

8. Representa graficamente las siguientes parabolas, calculando previamente su vértice:
a)y=x>—4x+5 b)y =—x*+6X -6 c)y=—%x2+x

[sol]a) (2,1) b)(3,3)c) (1, 1/2)

9. Representa graficamente la rectay = x + 1y la parabola y = x?> — 5x + 4.
a) Determina analiticamente sus puntos de corte.

b) Da una recta que no corte a la parabola. Justificalo.
[sol] a) (5,45, 6,45) y (0,55, 1,55)

10. Halla los puntos de corte con los ejes de coordenadas de las parabolas:

a) y = X’ - 5x; b)y=x?+x+4; Qy=-x*+4
[sol] &) (0,0)y (5,0) b) (0, 4)d)(0,4),(-20)y(2,0).
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Tipo 1. Interpolacion
11. Halla, por interpolacion lineal, el valor de m.
X| 2 ]4]5
y|11|{m|32
[sol] 2,5

12. Calcula por interpolaciéon lineal a trozos, los valores correspondientes a ni, n2 y nzen la
siguiente la tabla:

z [ 000001 002 [ 0,03
1,0 |0,8413/0,8438] n, |0,8485
1,1 [0,8643] n, |0,8686 | ns
[sol] n1 = 0,84615; n, =0,86645; n3 = 0,87075.

Tipo V. Aplicaciones econdmicas
13. Las funciones de oferta y demanda de un producto son: gs = -5 + 2p; q¢= 210 — 0,4p?,
donde p viene dado en euros y g en miles de unidades. Halla:
a) Las cantidades de oferta y demanda a un precio de 8 euros.
b) El precioy la cantidad de equilibrio para ese producto.
[sol] a) 11.000; 184.400 b) 20,82 €; 36.640 unidades.

14. Halla el precio de equilibrio (en euros) y el nimero de unidades ofertadas y demandadas a
ese precio, para las siguientes funciones de oferta y demanda:

a)gs=—-70+2p y ga=200-p b)gs=-40+p y ga=500-2p
[sol] a) 90 €; 110 b) 180 €; 140

15. Una empresa puede vender cierto producto a 9 € la unidad. Los costes de funcionamiento
de la empresa son de 3.500 € y el coste de produccion por unidad de producto es de 3,50 €.
a) ¢Cuantas piezas deben producirse y venderse para que los costes se igualen a los
ingresos?
b) ¢Cuénto pierde si fabrica y vende 400 unidades?
c) ¢Cuanto gana o pierde si fabrica 1.000 unidades y sélo vende 700?
[sol] a) 636,36 b) 1300 €. ¢) Pierde 700 €.

Tipo V. Otras funciones
16. Halla el dominio de definicion de las funciones:

D F0=—" D=t ¢ hK=—

X+5 2X—6 x% —2x
[sol]a) R-{5}b) R—{3}c) R-{0, 2}

17. Para las funciones anteriores:
a) ¢Qué sucede en los puntos que anulan los respectivos denominadores?
b) ¢Qué sucede con los respectivos valores de la funcion cuando la x toma valores muy
grandes, pongamos X > 100; o muy negativos: X <-100?
[sol] a) Hay asintotas verticales. b) f se acerca a 1; g se acerca a 0,5; h se acercaa 0.

18. Halla el dominio de definicién de las funciones:

a) f(x)=+/x+3 b) g(x) =v2x+3  ¢) h(x) =Vx? +3x
[sol] @) [-3, +0) b) [-3/2, +0) ¢) (o0, -3]U[0, +0)
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Tema 7. LIMITES DE FUNCIONES. CONTNUIDAD Resumen

Idea de limite de una funcién

Tendencias

Decir que x tiende a a (x — a) significa que x toma valores proximos a a, menores 0 mayores
que a.

Decir que f(x) tiendeal ( f(x) — I) significa que f (x) toma valores proximos a |, menores

0 mayores que |, pero cercanos.

Ejemplo. Dando valores a x se ve que si X — 1, entonces f(x) = 1 — 1. Esto es: I|’ml =1.
X x—1 X

« Engeneral, lim f(x) =1, significa que cuando x se acerca a a, (tan cerca como sea
X—a

necesario), el valor de f(x) se acercaa | (tan cerca como se desee).
El comportamiento de f(x) debe ser el mismo tanto si x se acerca a a por la izquierda (x —

a’), como si x se acerca a a por la derecha (x — a¥).
Los limites laterales deben ser iguales: si lim f(x)= lim f(x)=1 = lim f(x) =1
X—a

x—a~ x—a"

La definicion precisa de limite de una funcion en un punto es la siguiente:
lim f(x) =1 = Ve>035>0 |Vx0<|x-a <s=|f(x)-I|<e

X—a

Algunas propiedades de las operaciones con limites
En relacién con las operaciones elementales, los limites cumplen las siguientes propiedades.

Si lim f(x)=Ay limg(x) = B, con Ay B finitos, entonces:
X—a X—a
1) lim(f (x) = g(x)) = limf (x)£limg(x) = A+ B; 1) El limite de una suma es
x—a X—a x—a igual a la suma de los
; | ) limites.
2) lim(f (9-90) = im £(9 ){ lim (0| = A 2) Ellimite de un producto
Xx—a ) x—a x—a es igual al producto de los
f(x) lim f(x) A limites.
3) lim = x4 =—,(B=0) 3) El limite de un cociente
x>ag(x) limg(x) B es igual al cociente de los
X—a ) limites.
i i 9 y) — i, Ijigwag(x) — AB 4) El limite de una potencia
4)Si 1(x)>0, lx'fl(f (x) )) Q«m F(x) A es igual a la potencia de los
limites.
: . _ . _ 5) El limite de un logaritmo
5) Si 1(x) >0, Lm(IOgb ()= Iogb(lm f (X))_ log, A es igual al logaritmo del
limite.

Estas propiedades se aplican en ambos sentidos (de izquierda a derecha o de derecha a
izquierda), seglin convenga.

¢ Cémo se hacen los limites?
En la préctica, la mayoria de los limites se hacen aplicando las propiedades anteriores.
« Si f(x) esuna funcién usual (polindmicas, racionales, logaritmicas, etc) y esta definida en

el punto x = a, suele cumplirse que: lim f(x) = f(a).
X—a

Esto es: para calcular el limite se sustituye en la funcién el valor al que tiende la x.

Ejemplo: a) imX =221 b) im2*=2° =1  ¢) lim(3x+1)=32+1=7.
x->1x 1 X—2

x—0

« Sila funcion no estuviese definidaza en el punto habra que recurrir a otras técnicas.
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« Si f(x) no esta definida en el punto x = a, pueden darse tres posibilidades:

1) Que no tenga sentido calcular el limite.
2) Que no exista el limite.
3) Que exista el limite (aunque debera calcularse por métodos especificos)
Ejemplos:
1) lim(In(x? —2)) no existe. La funcién no esta definida para valores cercanos a 1.
x—1

2) Para f(x)_—1 no existe I|m—1 pues lim 1 =—0 Yy lim b = 40
x—-1 -1 X —1 x—1" X—1 x—1t X —1

3) Para f(x) = X~ , aunque la funcién no esta definidaen x =1, lim= x-1 =0,5.
x? -1’ -1 x2 -1

Para las funciones definidas a trozos, ademas de lo anterior, hay que estudiar los limites
laterales en los puntos de unién de los diferentes trozos.
Ejemplo:

x?, six<l

2—-X, sSix>1
el punto x = 1 es necesario considerar los limites laterales.

Para estudiar el limite de la funcion f(x) = {

; ; . ‘ 11 2 _ 1
Por la izquierda: XILT f(x)= XILT x“ =1 3[ [\
Por la derecha: lim f(x)=1lim(2-x) =1 !
x—1* x—1*

Como ambos limites coinciden, existe el limite y vale 0.

Limites de funciones racionales cuando x — a. Indeterminacién 0/0

Caso 1.SiQ(a) #0 = lim——~ P(x) _ P(a)
X—a Q(x) Q(a)

Caso 2. Si Q(a) =0y P(a) # 0 = no existe el limite. Se escribe lim PO) _P(a)#0 =
=aQ(x)  Q(a) =0
Caso 3. Si Q(a) =0y P(a) =0, se verifica que P(x) = (x—a)P,(x) y Q(X) =(x—a)Q,(x), de
P(X) H i AR RO
oa (X-a)Q(X) =2 Qy(X)

donde lim —=

HaQ(X)

0

Ejemplo: lim Zz[g}ﬂim 5/_2 =lim t _t .1
-2x2 =4 | 0] =2(XA2)(x+2) x2x+2 2+2 4

La indeterminacion 0/0 en funciones con raices, puede resolverse de dos formas:

1. Descomponiendo en factores y simplificando, como para las funciones racionales.

2. Multiplicando y dividiendo la funcion dada por la expresion conjugada de alguno de sus
términos. A continuacion se opera y simplifica.

Ejemplo:
i 2/x =2 H_ (2\/_ 2)(2‘/_+2)_|im 4(x 1) I
ol xP=1 0 [0] ol (2 -D2VX+2) L (X=D(X+D)2VXx+2)  =12x+2

Operaciones con el infinito

00 + 00 = 0] — 00 — 00 = — 0] [o— ] (¢) oxtk=0; —wtk=-o0;
(+K) - 0= oo (= K) - 0 =—o0; 000 =00; - (—0)=—o0;
o [ (£ K) = Foo; +k / o0 = 0; oM =00; ol =0; [0/ 0] (¢)
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Limite de funciones polindmicas en el infinito
Si P(x) es un polinomio de cualquier grado, se cumple que: lim P(X) = +o0.

X—>Fo0

Si Q(x) es un polinomio de cualquier grado, se cumple que: lim 1 =0.

X—>to0 Q(x)
Si grado de P(x) > grado de Q(x), lim Pk = Fo0
X—>+o0 Q(x)
Si grado de P(x) = grado de Q(x), lim Pk _ % , siendo an y b los coeficientes principales.
X—>too Q(X) bn
Ejemplos:
2 2
a) lim 22)‘—+3—0 b) lim M:E o) lim 22X
Xx—+0 X —4x +1 x>+0B5x —4x+1 5 Xx—>+0 2X+ 7

Comportamiento de otras funciones en el infinito
El limite cuando x — oo de las funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas se
calcula como sigue.

. . . y lim g(x)
. Funciones exponenciales: lima®® =a<~

X—»00

Ejemplos: @) lime*? =e™ =+ b) lim2* =2~ =0.

. Funciones logaritmicas: I|’m(Iog|a f(x))=logau|'m f(x))

Ejemplo: lim Iog( 10x j Iog[ lim ﬁj logl0=1
X+5

X—>+00 X—>+0o X +

« Funciones trigonométricas:
En ningdn caso existen los limites en el infinito. Esto es: lim senx, lim cosx y lim tagx

X—>to0 X—>too X—>+o0
no existen. Para funciones compuestas hay que determinarlo en cada caso.
Ejemplos:
senx . 2 : 2
a) lim —————=0,pues-1<senx<1. b) lim xcos® x no existe, pues 0 < cos°x < 1.
xotn % 4 X +1 Xt

« Funciones con raices. En la medida de lo posible —salvando los intervalos de definicién—
se aplican las técnicas anteriores. Por ejemplo, si hay cocientes, resulta valida la
comparacion de grados.

Ejemplos: Iim VX =o0; lim —==0; lim —= =oo.

X—>+00 X400 4/ X X—>+0 D/ X

La indeterminacién de la forma o« — c. El procedimiento general consiste en operar la
expresion inicial hasta transférmala en otra forma indeterminada del tipo 0/0 0 oo/ oo,

Ejemplo: Im[ﬂ_ X’ +1J: [0 — 0] = |,fm((2x—3)(x+3) RS +25x—6j _
-3 (X=3)(x+3) x?2 -9

-3 x—3 x2-9

= lim 2x*+3x-9  x*+5x-6_ lim x> —2x-3 _[9} (x— J(x+1) 4 _2
-3 x*-9 x> -9 -3 x*-9 0 X—>3( ~3)(x+3) 6 3
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Aplicacién del célculo de limites a la determinacién de las asintotas de una funcién racional

« Las asintotas son rectas hacia las cuales tiende a pegarse la grafica de una funcion. Pueden
ser verticales, horizontales u oblicuas.

| |
| | f(x)
| / : -

| |

|
alv | a

Asintotas verticales Asintota horizontal Asintota oblicua

« Larectax = aes una asintota vertical de la curva y = f (x) si lim f(x) =o.
X—a
« Larectay = b es una asintota horizontal de la curva y = f(x) si lim f(x)=Db.
X—>00

. Larectay = mx + nes una asintota oblicua de la curva y = f (X) si:

|I'mM=m(m¢Oym;too); lim (f (x) =mx) =n (n = ).

X—o X

Asintotas de funciones racionales.

P(X) .

Q(x)

— pueden tener asintotas verticales en las raices del denominador: las soluciones de Q(x) = 0.
— tienen asintotas horizontales si el grado de P(x) es menor o igual que el grado de Q(x).

— tienen asintotas oblicuas si el grado de P(x) = 1 + grado Q(X)..

Las funciones racionales, f(x)=

Se determinan aplicando los procedimientos indicados mas arriba.

Ejemplos: |
. . . : 2x+1
a) La funcion f(x) = 2X—+11 tiene una asintota vertical (la  fix) = il ] |
X— i I
recta x = 1) y otra horizontal (la recta y = 2). o5 |
En efecto: Iim2x+1:§:oo:>x:1esunaAV. _____ 1_____
x-1 X—1 K
lim 2x+1 = 2 =2 = y =2 esuna asintota horizontal. |
xoo X—1 1 |
iy X% +2X . . |
b) La funcion f(x) = tiene dos asintotas, una
vertical (la recta x = —1) y otra oblicua, larecta y =mx+n, , [ 9| p=x+l-
. ¥ +2x o
siendo: fin= v
2 r+1 x_,-'
X +2X
f x4l 242 : a X
m = tim ) _jim X+ g X X_1: 7
X—>00 X X—>00 X X—>00 X2 + X /_f’ff
n = lim (f (x) = mx) = Iim X426 )i X g /’f x=-1
_X—>oo _x—>oo X+1 _X—>°0 X+1_

La asintota es larecta y = x+1.



Tema 7 (11). CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Definicién: f(x)es continuaenel puntox =a < lim f(x) = f(a)
X—a

Esto implica que:

Resumen

1. Lafuncion f(x) esta definida en el punto x = a. Esto es, se sabe cuénto vale f(a)
2. Existe el limite en x = a: existe lim f (x) =1

X—a

3. El valor del limite coincide con f(a). Estoes, lim f(x)=1= f(a)
X—a
De las cuatro funciones siguientes, solo la primera es continua en el punto x = a
(1 (<) (2 (4)
1 P m' —’ £ L /,”r
| A e N e N S e
p p 2 2

Jxiescontinuaeny = a

Jox0 ez oo continua enx = a:
fa) no estd definido

Ax)esno continua en x = a:

Sz es no contitma enx = a:
no exisfe ol limife enz = a

imf(x) = f(d)

Discontinuidad evitable
Cuando una funcién no es continua de dice que es discontinua. La causa mas comun de la
discontinuidad esté en que la funcién no esté definida en un punto. Asi, por ejemplo, la

funcion f(x) = es discontinuaenx=-2yenx=1.

X

(X+2)(x-1)

Hay casos en los que la discontinuidad es evitable. Asi sucede para las funciones dadas en las

gréficas (2) y (3).

« Una funcion f(x) tiene una discontinuidad evitable en el punto x = a cuando tiene limite en
ese punto.

En el caso (2) la discontinuidad se evita definiendo f(a) =1.

En el caso (3) la discontinuidad de evita (imponiendo) redefiniendo f (a) =lim f (x).

En el caso (4) la discontinuidad no puede evitarse: la grafica da un salto en el punto x = a.

Continuidad lateral

La funcion representada en la grafica (4) puede considerarse continua por la derecha del punto
X = a. En cambio, no es continua a su izquierda.

Una funcion f(x) es continua por la derecha en el punto x = a (en a*) si esta definida (se

sabe el valor de f (a)) y el limite coincide con ese valor. Esto es, cuando lim f(x) = f(a)
X—a

Una funcion f(x) es continua por la izquierda en el punto x = a (en a”) si esta definida (se
sabe el valor de f (a)) y el limite coincide con ese valor. Esto es, cuando lim f(x) = f(a)

Ejemplo: La funcion f(x) =

5 es discontinua en x = -1y en x = 1, pues en esos dos
X

puntos no esté definida. Si hacemos los limites en esos puntos, se tiene:
.o x-1 -2 .o x-1 0 . x—1 L1 1
lim ——=| —|=o, lim——=| —|=lim =lim ==
x>-1x° -1 0 1x° -1 [0 »1(Xx=D(x+1) x1x+1 2
En el primer caso, en x = —1, no existe limite; por tanto, la discontinuidad no puede evitarse.

En cambio, en x = 1 si puede evitarse. Se evita definiendo f (1) = % .
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TEMA /.-Limites de funciones, continuidad y ramas infinitas

. A partir de la grafica de f(x), calcula Y
9 /
a) lim f(x) -
X—>+0 6
b) lim f(x) VAR,
X ——0 / \\2
c) X'_')'I‘l_f(x) T2 ) ) s 81X
d) fim f(x) /
x—-1" II N
&) lim f(x) 6
X—>-5
Sobre la grafica de f(x), halla:
Y a) lim f(x)
6 b) lim f(x)
4 X —>—0
, ~ \ i
- ~ c) limf(x)
X
8l gl dal ¢ .
d) lljgf(x)
. e) Ixi_rgf(x)
. Calcula los siguientes limites:
a)lim—>"%_ b)lim—* &) lim [ > ZJZX
x—2 X2 —B5x+6 x—01 _ ,X+l x>1\ 44X + 3
: . 2—x+2 . X¥4+3x%+5x
d)lm(Zx—\/4x2—5x+6) e) IIDQT f) lim=—e 5,
x2+1 4x+1
—3\22 1oin X 3 4
g)lim(—x 3JX2-4X+4 h lim| 22 *3 i) tim | XL XXl
x—=1\ 2X -5 x>0l 3X —1 X—>+00 X2 X3+X
3 2
.. x2-25 . XT+2X5 —-x-2 . 4-x
k) lim I
lim=— ST X —ax L P
m) tim x3 —2x2 _2x -3 Nt X® +x—42 o) i X +6x-7
x>3x3 —4x? + 4x -3 !m X—6 ![I] x> —5x+4
1 %243 3
oy lim[ X2 ) py lim[ 10X =3 = Ylim [ X L)
x->3" X -3 P x—o\ 5X +3 Rt x% +1
Ol 16— x? 9li 2-6x° +8x* olj X% +4x7 +4x
![D X—4 XIED6—9X4+6X2 XIIH x*—x-6
1

32



X+ x3+2 . 2x?>+5x-3 . AAX*+7x-5

uwhm-—— v - = w
)IXI_I:D 3x° +8x -1 )IXIPJ 6X° —TX+2 )IXIHJ 3/8x3 —8x
2
_ 2 2 _ 3 2
X)|im8 X +15 Y)|im2X 5x+ 2 2 lim 2X +26x 3X
i X—7 o x3-8 o0 2x% 45X

2x+3 six<-1
4.Dada f(x)={x*+1si-1<x<2, a) Estudia su continuidad.

X—+3 Si2<X
3-X
b) Calcula: Iin_11f(x), Iirrg f(x), Iirr; f(x), Iirr; f(x), Iirp f(x), lim f(x)

5. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

a)l(x)=4x?—2x+12  h) f(x):%
X_
Lsix>3
c)g(x)=vx-3 d) f(x)=1x-3
3x six<3
X+3 si x#2 x—3 si x#3
e) f(x)= f) f(x)=
) 1) {x2+1 Six=2 )£ {2 si x=3
3+x si x=1 t*-8 .
= h hit)= ————— sit#2
99(x) {3—x si x=1 ) © t-2 -
1 12 sit=2
_ NERT] six=-1 _ 4
DFe)=1%, J)g(x)=( o
—— six=-1 X+
2
X —4x+4 . ]
T o sl x<2 x—1 si x<1
K) f(x) = 3 six=2 Df(x)=4x* =1 si 1<x<?2
X¥=x=2 g, x> si x>2
3x—6
X si x<1
6. Halla apara que las siguiente funcion f(x)=7 a Si X>1seacontinua para todo valor de x.
x+1

ax—2 si x<l1

7. Halla a para que las siguiente funcion f(X) = . sea continua en R
paraq g () {4x—2a s x>1
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3x=5 si x>1

) sea continua en x = 1. ;Puede ser
4x -k si x<l1 ¢

8. Halla el valor de k para que la funcién f (X) = {

discontinua en otro punto?

9. Determinar las asintotas y las ramas infinitas de las siguientes funciones:

4 2 2
a)F(x) = ""X;Ll b) F) =222
x? —3x+ x2
0 F)=2X 28 FO) =
X x3
e) f(x)= T f) f(x)=—"

(x-1)

9) f(x)=(x-1)e™

10. En una empresa se hacen montajes en cadena. EI nimero de montajes realizados por un trabajador

. N ] . , . 30t ,
sin experiencia depende de los dias de entrenamiento segun la funcion M (t) = i1’ t en dias.

a) ¢Cuantos montajes realiza el primer dia? ¢ Y el décimo?
b) Representa la funcién sabiendo que el periodo de entrenamiento es de unmes.
c) ¢Qué ocurriria con el nimero de montajes si el entrenamiento fuera mucho mas largo?

11. La siguiente funcion representa el importe a pagar (€) por peso de paquete (kg) de un
servicio de mensajeria. Halla los puntos de discontinuidad de la funcién:

x% —4x, six <4 Representa la funcién en un
flx) = 1 entorno de x = 4
, Six >4
x—4

12. Los gastos de una empresa dependen de sus ingresos, X. ASi:

0,6x+200 si 0<x<1000

g0 =1 1000 o+ 1000
X+ 250

donde los ingresos y los gastos vienen expresados en euros.
a) Representa g(x) y di si es funcion continua.
b) Calcula el limite de g(x) cuando x tiende a +o0, y explica su significado.
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TEMA 8.- Iniciacién al calculo de derivadas. Aplicaciones

1. TASA DE VARIACION MEDIA:
a) Dada la funcion f(x) = (x — 1)?, calcula la tasa de variacion media en el intervalo [0, 1].
¢ Es creciente o decreciente la funcion en dicho intervalo?

b) Calcula la tasa de variacion media de esta funcion, f(x), en los intervalos [-1, 0] y [1, 2] e
indica si la funcién crece o decrece en cada uno de dichos intervalos:

Y
o]
/1 N\
/ J(x
1
\
\\ /
B _ 2 X
\ \
N 1 \
o)

c) En la gréfica adjunta se muestra la longitud del feto durante el embarazo. Es una funcién
creciente, sin embargo, la rapidez de crecimiento no es la misma en todo el embarazo.
Estudia el crecimiento medio en los intervalos [0,10] y [10, 20], y di en qué periodo crece
mas rapidamente.

50 | tonirup (cm)

401 5

20 .

10+ bt —TIEMPO
T T(semanas)

5 10 15 20 25 30 35 40
2. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO. (TV INSTANTANEA)
a) En lasiguiente grafica se ha trazado las tangentes en los puntos A, B y C.
Y

\ ol - Halla sus pendiente y di el valor de f'(-5), f
\ '=2) y £'(=0).
\ 6
\
\ 4
2|C - Di para que valores de x la derivada es

——

/ T~ positiva.
A — Il Il
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b) Observa la grafica de la funcion y =f(x) y responde:
Y

6
0

\ T
2
™\
i, \
—4 ) \ 8
\
\

- ¢En qué puntos la derivada vale 0?

- ¢Para qué valores de x es f'(x) >0?

- La recta tangente en el punto de abscisa x =
3 es paralela a la bisectriz del primer
cuadrante. ;Cuéntos vale f'(3)?

c¢) Utilizando la definicion de derivada
- Calcula f'(—1) siendo f(x) = 3x2+1
- Dada la funcion f(x) = x? — 3x, calcula f'(—2)

3. Calcula las funciones derivadas y simplifica cuando se pueda:

a) f(x)=-x’ +%x—1

b) y= (x2 + 2x)3

0) f(x)= ="
2

d) y=—
X°+1

&) y= e*+1
e* -1

f) y=+vax3+1

) y= 5

J y_2x2—7x

h) y=-e™

) y=In (3x4 - 2x)

) 2 3 4
) f(x):F_x_“+F
k) y=\/e—X

) y:e‘&

m) y = (ax? —2)vax—2
n) y =+/(1+5x)*
0)y=In (x2 +3x)3

p) y=3>"

q) y = log(x* —5x)’

xe X
rN y=in
1+e*

4. ¢En qué punto de la gréfica de la funcién f(x)=x>+5x°-8x+2 la recta tangente es paralela a la recta

y=5-8x?

. x+1
5. Calcula la ecuacion de la recta tangente a f(x) =—— en el punto x = 2.

6. Calcula la ecuacion de la recta tangente a y=+vx + 1 en el punto x=0.

7. Halla la ecuacion de la recta de pendiente 7 que es tangente a la curva y = 3x

2+x—1.

8. Dada la curva de ecuacion y = —x® + 26x, calcula las rectas tangentes a la misma, que sean

paralelas a la recta de ecuacion y = —x.
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9. El coste total (en dolares) de fabricacion de g unidades de cierto articulo es

C(q) = 3q* + 5q + 75, el coste medio por unidad es M(q) =

C(q)

a) ¢Cuantas unidades se deben fabricar para que el coste medio por unidad sea minimo?
b) Calcula C(q) y M(q) para el valor de q que has hallado en el apartado a).

10. Representar graficamente las siguientes funciones:

a) f(x) =x?-x*

&) F(x)=—

X2

b) f(x) = x®—6x2 +9x

3 2
f) f(x) :$

X% +1

¢) f(x) =

9) f(x)=

a m & =

% 5 4 -3 -2 -1

X2

X

d) f(x) =

X

3

(1+x)?

L R R EEEEEEEERE

=
1 8 3 4 F & F 4§ IO W

*r 1 * &« & 4 3
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PROBABILIDAD

Resumen

La probabilidad es una medida de la posibilidad de que acontezca un suceso aleatorio determinado,
asignandosele un namero, comprendido entre O y 1.
Un experimento se dice aleatorio cuando no se conoce con antelacion lo que puede suceder.

Espacio muestral E. Es el conjunto de sucesos elementales a que da lugar la realizacion de un
experimento aleatorio.

Ejemplo:

a) Al lanzar un dado con caras numeradas del 1 al 6, el espacio muestral esE = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

b) Al extraer una carta de una baraja espafiola, el espacio muestral esta formado por 40 sucesos, uno
por cada una de las cartas de la baraja: 10 de cada palo (oros, copas, espadas y bastos).

Un suceso es todo subconjunto de E. Si esta determinado por un solo resultado se llama elemental; si
esta formado por varios se llama compuesto. Los sucesos suelen denotarse por letras mayusculas A, B,
C ..

Suceso sequro: es el que ocurre siempre. Suele denotarse por E, como el espacio muestral.

Suceso imposible, denotado por &J: no ocurre nunca.

Suceso contrario del suceso A, se denota por A°® (o también K). Esta compuesto por los elementos de
E que no pertenecen a A. Por tanto, si ocurre A° no ocurre A, y viceversa.

E AnB
Operaciones con sucesos A B
Union de Ay B, AUB, es un suceso que se cumple cuando lo hace alguno de los
dos sucesos que lo componen. Esto significa que sucede A o B.

Interseccion: A B, es el suceso que se cumple cuando lo hacen los dos sucesos i
que lo componen: formado por los elementos comunesa Ay a B. AUB
« Cuando AnB =, los sucesos Ay B se dicen incompatibles. E
. Ladiferencia, A — B, es el suceso formado por los elementos de A que no son
de B (se cumple A pero no B).

Regla de Laplace. Si todos los sucesos elementales son equiprobables, la A
numero de casos favorables a A

numero total de casos posibles

probabilidad de un suceso A es: P(A)=

Propiedades de la probabilidad.

1. Probabilidad del suceso contrario de A:  P(A®) =1-P(A).

2. Probabilidad de la unidn de dos sucesos: P(AuB) =P(A) + P(B) — P(AB)
Si los sucesos son incompatibles:  P(AnB) =0y P(AUB) =P(A) + P(B)

Probabilidad condicionada.

La probabilidad de un suceso A puede verse modificada si ha ocurrido previamente otro suceso B. En
este caso se habla de probabilidad de A condicionada por B, y se denota por P(A/B).

P(ANB)

P(B)
. De donde se deduce que: P(AnB)=P(A)-P(B/A).

Se calcula mediante la formula: P(A/B) =

Anéalogamente, P(B/ A) = P(ANB)
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Ejemplo:

Si de una urna con 4 bolas blancas (B) y 6 negras (N) se extraen dos bolas consecutivamente, la
probabilidad de que la primera bola sea blanca es P(12 B) = 4/10; pero la probabilidad de que la
segunda bola sea blanca se ve condicionada por el resultado de la primera extraccién. Si la primera fue
blanca, entonces la P(22 B/12 B) = 3/9: quedan 9 bolas, de las cuales 3 son blancas. Pero si la primera
bola fue N, entonces la P(22 B/12 N) = 4/9.

Para el estudio de estos experimentos puede ser Util elaborar un diagrama de arbol.

Sucesos independientes

Dos sucesos A 'y B son independientes cuando la probabilidad de que suceda A no se ve afectada
porgue haya sucedido o no B.

Por tanto, si A y B son independientes: P(A/B) = P(A) y P(B/A) = P(B).

En consecuencia, si los sucesos A y B son independientes se cumple: P(AnB) =P(A) - P(B)

Probabilidad total
Si un suceso B esta condicionado por otros Ai, incompatibles dos a dos y

que A1UAU ...UA = E, entonces, la probabilidad total del suceso B es:
P(B) = P(A1) - P(B/A1) + P(A2) - P(B/A2) + ... + P(An) - P(B/An)

tales

Formula de Bayes: Da la probabilidad condicionada de un suceso
relacionado con la probabilidad total. Por ejemplo, si se ha cumplido B, ¢cual es la probabilidad de que

haya sucedido en A, P(Ai/B). Su valor es: P(A;/B)= P(Ai)P'(FI;()B/A‘) .

Ejemplo:

Una fabrica de chocolates cuenta con tres maquinas de envasado. La maquina A envasa el 45% del
total de cajas que salen al mercado; la maquina B, el 35% de las cajas; la C, el 20%. El 1% de las
cajas de chocolate envasadas en la maquina A tiene defectos en el envase; en el caso de la maquina
B, las defectuosas son del 2%; en la C, salen defectuosas el 3%. Si se elige una caja de esa fabrica:
a) ¢Cual es la probabilidad de que proceda de la maquina A y tenga defecto en el envase?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que tenga defecto en el envase?

c) Si la caja tiene defecto, ¢cual es la probabilidad de que proceda de la maquina C?

Solucion:

En el diagrama de arbol adjunto se resume la informacion del 001 _»D
problema. En él, las letras A, B y C indican los sucesos “la caja de A =
chocolate ha sido envasada en la maquina A, B o C”, 0,45 099 *NoD
respectivamente. La letra D, indica el suceso tener defecto en el - 002_.D
envase; No D, lo contrario. <03 B =

008 * NoD
a) La probabilidad de que una caja proceda de Ay tenga un 0.20 003 »D
defecto en el envasado es P(A N D). “C o=
Su valor es: P(A n D) = P(A) - P(D/A) = 0,45 - 0,01 = 0,0045 097 * NoD

b) Por la probabilidad total,
P(D) = P(A) - P(D/A) + P(B) - P(D/B) + P(C) - P(D/C) =
=0,45-0,01+0,35-0,02+0,20 - 0,03=0,0175
c) La probabilidad de que una caja con defecto en el envase proceda de C se designa por P(C/D) vy,
por el formula de Bayes, vale:
P(C/D) = P(C) -P(DIC) _ O, 20'0’03=ﬂz0,343.
P(D) 0,0175 175
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Al extraer una carta de una baraja de 40 cartas calcula la probabilidad de que sea
a) Un rey. b) El rey de copas. c) No sea una figura.

2. Si se consideran familias con tres hijos, ¢cuél es la probabilidad de que una de esas familias, elegida
al azar, tenga al menos una nifia?

3. Al lanzar cinco monedas iguales pueden obtenerse 0, 1, 2, 3, 4 0 5 caras. ¢Cual es la probabilidad de
cada uno de esos sucesos?

4. Calcula la probabilidad de que al lanzar dos veces un dado (con las caras numeradas del 1 al 6) se
obtenga:
a) Al menos un as: {1}. b) Dos ases. c) Dos nimeros distintos

5. Se lanzan dos dados con las caras numeradas del 1 al 6. Halla la probabilidad de que:
a) Susumasea4 o 5.

b) Uno a de los resultados sea par y el otro impar.

¢) Uno de los resultados sea par sabiendo que la suma de los dos es 7.

d) Uno de los resultados sea 4 sabiendo que la suma de los dos es mayor que 7.

6. Pedro y Pablo idean el siguiente juego: cada uno lanza un dado, si la suma de los dados es mayor
que 7, gana Pedro; si la diferencia de ambos es menor que 2, gana Pablo; y en cualquier otro caso
hay empate. ¢Es un juego equitativo?

7. De una urna que contiene 10 bolas blancas y 8 negras, todas de igual peso y tamafio, se hacen dos
extracciones al azar y sin reemplazamiento. Calcula la probabilidad de sacar:

a) Dos bolas blancas. b) Sélo una negra. c) Del mismo color.

Halla las mismas probabilidades si las extracciones se hicieran con reemplazamiento.

8. En una bolsa hay diez bolas iguales numeradas del 0 al 9 cada una. Si se extraen dos bolas de
forma consecutiva y se anotan sus nimeros:

a) Escribe todos los sucesos elementales que forman el suceso “la primera bola extraida es un 5”.
b) ¢Cuantos numeros de dos cifras pueden formarse colocando las bolas por orden de extraccion?
c) ¢Cual es la probabilidad de que el nimero formado sea mayor que 59?

d) ¢Y la probabilidad de que termine en 3?

9. En un juego se sortea cada dia un premio utilizando papeletas con tres cifras, numeradas del 000
al 999.

a) Calcula la probabilidad de que el nimero premiado termine en 5.

b) Calcula la probabilidad de que el nimero premiado termine en 55.

c) Sabiendo que ayer salié premiado un nimero terminado en 5, calcula la probabilidad de que el
numero premiado hoy termine también en 5.

10. Se tienen dos sucesos aleatorios Ay B y se conocen las probabilidades: P(A)=0,4; P(B)=0,5
y P(AuB)=0,7. Halla la probabilidad de que:
a) Se cumplan los dos sucesos a la vez: P(ANB).

b) Solo se cumpla A: P(A-B). c¢) No se cumpla B: P(E).

d) No se cumpla ninguno de los dos: P(Au B).
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11. Sean Ay B dos sucesos tales que P(AUB)=0,9, P(AnB)=0,2y P(R):O,4, donde A es

el suceso contrario de A. Calcula las siguientes probabilidades:
a) P(B); b) P(AmE); c) P(AmB); d) P(AUB).

12. A un congreso asisten 120 personas, de las que 70 hablan castellano, otro conjunto inglés'y 30
ambos idiomas. Si se escogen 2 personas al azar, ;que probabilidad hay de que se entiendan sin
traductor?

13. Se tienen dos sucesos aleatorios A'y By se conocen las probabilidades P(A)=0,7; P(B)=0,6
y P(AuB)=0,85. Calcula:

a) P(ANB) b) P((AnB)°)
c) La probabilidad de que se cumpla solo uno de los dos sucesos.

14. Un examen de respuesta multiple consta de 100 preguntas, cada una con 4 opciones, una de
ellas correcta y erroneas las otras tres. Cada respuesta acertada suma un punto, la respuesta en
blanco suma 0; pero las respuestas erroneas restan.

a) ¢Cuénto debe restarse por cada uno de los fallos para que el examen sea equitativo?

b) ¢Que calificacion obtendra un alumno que acierta 67 peguntas, falla 21 y deja 12 en blanco?

15. a) En un grupo de 20 personas, ¢de cuantas maneras puede seleccionarse a 3 de ellas?
b) ¢ De cuantas maneras distintas pueden seleccionarse 6 preguntas de examen entre 10 propuestas?
c) ¢De cuantas maneras distintas pueden repartirse las 40 cartas de una baraja entre 4 jugadores?

16. De una baraja espariola de 40 cartas se eligen al azar, simultineamente, cuatro cartas. Halla la
probabilidad:

a) De que se hayan elegido al menos tres reyes.

b) De que tres de las cuatro cartas sean del mismo palo.

17. En una carrera participan 20 atletas:

a) ¢De cuantas maneras se pueden otorgar las medallas de oro, plata y bronce?

b) Si entre los 20 participantes hay 5 de categoria senior, ¢cudl es la probabilidad de que al menos uno
de los atletas senior obtenga medalla?

18. En una mesa circular con 6 sillas se sientan a comer los padres y 4 hijos, si se sientan al azar,
¢cual es la probabilidad de que los padres estén uno frente a otro?

19. En una clase infantil hay 6 nifias y 10 nifios. Si se escoge a 2 escolares al azar, halla la probabilidad
de que:

a) Sean 2 nifios — suceso A. b) Sean 2 nifias — suceso B.

c) Sean una nifia y un nifio — suceso C.

20. Resuelve el problema anterior con la ayuda de un diagrama de arbol.

21. Al hacer tres lanzamientos de un dado, con las caras numeradas del 1 al 6, y sumar sus
resultados se alcanz6 una puntuacién total de 12.

a) ¢Cual es la probabilidad de que en el primer lanzamiento se obtuviera un 6?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que en alguno de los lanzamientos se obtuviera un 6?

c) ¢Cual es la probabilidad de que en ninguno de los lanzamientos se obtuviera un 6?
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